
2 物質中のMaxwell方程式

ここでは、前節で述べた真空中のMaxwell方程式から物質中のMaxwell方

程式を如何に構成するかを述べる。そのために、新たな電流として分極電流

と磁化電流を導入するとともに、微視的な描像で書かれていたMaxwell方程

式を粗視化して巨視的なMaxwell方程式を得る。

2.1 分極と磁化

◦ 分極
誘電体の分極 P

電場 Eのもとに直流電流の流れない物質をお

くとどうなるか？。

原子を考える。

本当は量子力学が必要→今は定性的に議論する。
Eによって電荷のずれが生じ「分極」が出来る。

「物質」はこの様な原子の集合体。

マクロには単位体積当たりの平均で記述する。例えば

P =
1

V

∑
i

pi

である。まず、以下では原子が密に存在するとして連

続量 Pを定義できたとして話を進める。

⊙ この様な「物質」を電荷 Qで充電したコンデンサーに入れてみよう。

Q = CV, E =
Q

Cd

「物質」が存在すると内部では電場が減少する

誘電体の表面で Gaussの定理を使うと面電荷密度が求まる。

σ分極 = P · n
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E = Q/Cdを考えると、内部では一見 Eが減少した事に相当。

ρ分極 = −∇ ·P

⊙ この修正をガウスの法則に加える −→ 電荷を２種類に分ける。

∇ ·E =
ρ自由 + ρ分極

ϵ0
=
ρ自由 −∇ ·P

ϵ0
(2.1)

(2.1)より、ガウスの法則は新しい場Dを導入して以下の様に書き換えるこ

とが出来る。

∇ · (ϵ0E+P) = ρ自由

∇ ·D = ρ自由, (D := ϵ0E+P) (2.2)

⊙ また、アンペールの法則は

c2∇×B =
i自由 + i分極

ϵ0
+
∂E

∂t
(2.3)

とかける。先程の分極電荷の式より、

∂ρ分極
∂t

= − ∂

∂t
∇ ·P = −∇∂P

∂t
(2.4)

一方の連続の式は

−∇ · i分極 =
∂ρ分極
∂t

(2.5)

(2.4)、(2.5)より、

i分極 =
∂p

∂t
(2.6)

（2.3）、（2.6）より、

c2∇×B =
i自由
ϵ0

+
1

ϵ0

∂P

∂t
+
∂E

∂t

c2∇×B =
i自由
ϵ0

+
1

ϵ0

∂

∂t
(ϵ0E+P) (2.7)

以上をまとめると

∇ ·D = ρ自由 (2.8)

∇×E = −∂B
∂t

(2.9)

∇ ·B = 0 (2.10)

c2∇×B =
i自由
ϵ0

+
1

ϵ0

∂D

∂t
(2.11)

D := ϵ0E+P (2.12)

◦ 良くある表記法

P = ϵ0χE (2.13)

ϵ = (1 + χ)ϵ0, (1 + χ ≡ ϵr :比誘電率) (2.14)

D = ϵE (2.15)

= ϵ0E+ ϵ0χE, (← 線形を仮定) (2.16)
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実際には（2.16）の様な線形近似（P = ϵ0χE）は比較的狭い範囲でしか成り

立たず、

P = ϵ0(χE+ χ(2)EE+ χ(3)EEE+ · · ·) (2.17)

と非線形分極 χ(2)EE+ χ(3)EEE+ · · · が存在する。

◦ 磁化M

磁石はどう扱う?

磁石は外部の磁場に平行にそろい内部の磁場を強くする −→ コイルの鉄心
量子力学的効果!!

磁化Mの存在は環状電流の存在を意味している。磁化が存在するときは必

ず環状電流が有ると考える（詳しくは、Feyman IV p-232 を参照）。この電

流を磁化を生み出す電流として

i磁化 = ∇×M (2.18)

と書く。この時、アンペールの法則は再修正されて

c2∇×B =
i自由
ϵ0

+
1

ϵ0
∇×M+

1

ϵ0

∂D

∂t
(2.19)

c2∇×
(
B− M

ϵ0c2

)
=

i自由
ϵ0

+
1

ϵ0

∂D

∂t
(2.20)

ここで、

H := ϵ0c
2B−M (2.21)

とHを定義すると、

∇×H = i自由 +
∂D

∂t
(2.22)

ここで、(2.12)、(2.21)により新しく導入された場D、H の中の PとMの

符号に注意。

「分極により電場は減少するが、磁化により磁場は増加する！」

以上をまとめると、よく知られた物質中の Maxwell 方程式のセットが得ら

れる。� �
∇ ·D = ρ自由 (2.23)

∇×E = −∂B
∂t

(2.24)

∇ ·B = 0 (2.25)

∇×H = i自由 +
∂D

∂t
(2.26)

物質方程式

D = ϵ0E+P (2.27)

H = ϵ0c
2B−M (2.28)� �
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2.2 巨視的Maxwell方程式と物質の応答

2.2.1 点分布と連続分布

まずは、電荷源や電流源などの微視的な物理量を連続的に分布した物理量

に如何に変換するか、その処方について考える。

物理量の粗視化

p(x) =
∑
i

piδ(x− xi) (2.29)

i(x) =
∑
j

ijδ(x− xj) (2.30)

以下では (2.29)、(2.30)の様に δ 関数の和で定義された局所的な分極や電流

から連続分布の分布関数を定義する事を考える。限られた”点”でのみ値を

持つ関数 (2.29)、(2.30)から空間的に連続な関数を作るためには有る領域の

物理量を平均化する必要があるが、そのために、以下の条件を満たす連続な”

粗視化関数”g3a(x)を導入する。

supp g3a(x) ⊂ {x; |x| < a},
∫
g3a(x)d

3x = 1

(2.31)

ここで、１つ目の条件は g3a(x)が半径 aの球

の内部でのみ値を持つ、という事をあらわす。

この粗視化関数 g3a(x) を用いて局所的な分布

関数を畳み込み積分することにより（（2.29）、

（2.30）のデルタ関数を g3a(x)に置き換えるこ

とにより）(2.29)、(2.30)をピンボケさせて連

続な物理量を定義する。

P (x) :=< p >=

∫
p(x′)g3a(x− x′)dx′3 =

∑
i

pig
3
a(x− xi) (2.32)

I(x) :=< i >=

∫
i(x′)g3a(x− x′)dx′3 =

∑
i

ijg
3
a(x− xj) (2.33)

g3a(x)の台（半径 aの球）を十分大きくとり、半径 aの球内に非常に多くの

xi, xj が含まれる様にして (2.32)、(2.33)の様な”ピンボケ”操作を行うこと

を粗視化とよび、えられる物理量を巨視的な物理量と言う。
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2.2.2 微視的Maxwell方程式から巨視的Maxwell方程式へ

空間に多数の荷電粒子が存在し、それらが電荷や電流を担っている場合を

考える。粒子間は真空であるので電場 e、磁場 bと電束密度 d、磁場の強さ

hの間に

d = ϵ0e (2.34)

b = µ0h (2.35)

の関係が成立する。また、電荷分布が γ(t)、電流密度が j(t)で与えられたと

すると、Maxwell方程式は

∇ · d = γ (2.36)

∇× e = −∂b
∂t

(2.37)

∇ · b = 0 (2.38)

∇× h = j+
∂d

∂t
(2.39)

で与えられる。このように、個々の電荷や電流を担うものを正確に扱う電磁

場の方程式を微視的Maxwell方程式と呼ぶ。これから、方程式を粗視化して

巨視的な場で記述されたMaxwell方程式を導こう。ここで、電荷や電流の分

布がどのように与えられるかを考える。自由な電荷や電流ばかりでなく、分

極や分極電流、微小環状電流も電荷分布や電流分布にきいてくる。

γ(t) = γfree + γdipole

=
∑
i

qiδ
3(x− xi)−

∑
i

pi · ∇δ3(r− ri) (2.40)

j(r) = jfree + jdipole + jloop

=
∑
i

qiviδ
3(x− xi)−

∑
i

∂

∂t
pi · ∇δ3(r− ri)−

∑
j

(mj×)δ(x− xj)

(2.41)

ここで、(2.40)式の右辺第２項は分極電荷−∇·
Pによる寄与である。また、(2.41)式右辺第２

項は ∂P/∂tであり、世の中に分極電荷及び分

極電流のみしか存在しない場合に成り立つべ

き保存則∇· jdipole+∂ρdipole/∂t = 0を考える

と理解できる。(2.41)式右辺第３項は微小環状

電流よる効果をあらわす項である。
mj = Ijaj × bj

A. 電磁場の粗視化

原子や粒子の半径 aB に比べると大きい範囲 aでの粗視化を考える。すなわ
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ち、aを a ≫ aB とする。粗視化が簡単にできるMaxwell方程式は以下の 2

つである。

∇ · b = 0 (2.42)

∇× e = −∂b
∂t

(2.43)

この２つの式はソース γ、jが入っていないので常に成立する。

巨視的な場の量をB =< b >、E =< e >とすると、上の２式は

∇ ·B = 0 (2.44)

∇×E = −∂B
∂t

(2.45)

となる。ただし、

E = < e >=

∫
g3a(x− x′)e(x′)d3x′

B = < b >=

∫
g3a(x− x′)b(x′)d3x′ (2.46)

である。一般にDとHは電荷分布や電流分布で変化するような物理量であ

るが、真空中の場合は以下のように与えられるので、これをベースに考えて

いく。

D0 = < d >= ϵ0 < e >= ϵ0E (2.47)

H0 = < h >=
1

µ
< b >=

1

µ
B (2.48)

B. 電荷分布の粗視化

ガウスの法則の粗視化

< ∇ · d > = < γfree > + < γdipole >

∇· < d > = ∇ ·D0 =< γfree > + < γdipole > (2.49)

ρfree(x) = < γfree >

=

∫
g3a(x− x′)

∑
i

qiδ
3(x′ − xi)d

3x′

=
∑
i

g3a(x− xi)qi (2.50)
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同様に

ρdipole(x) = −
∑
j

(pj · ∇)g3a(x− xj) (2.51)

一方、双極子分布も粗視化すると、

P =< p >=
∑
j

pjg
3
a(x− xj) (2.52)

j 番 目 の 双 極 子

Pj = qjlj の位置

を xj とした。
ρdipole = −∇ ·Pより

∇ ·D0 = ρfree + ρdipole

= ρfree −∇ ·P (2.53)

これより、< e >= E、D = D0 +P = ϵ0E+P とおくと、巨視的なガウス

の法則

∇ ·D = ρfree (2.54)

が得られる。

C. 電流分布の粗視化

∇× h− ∂d

∂t
= j (2.55)

を粗視化する。左辺は、

∇× < h > −∂ < d >

∂t
= ∇×H0 −

∂D0

∂t
(2.56)

右辺は

< jfree > =
∑
i

qivig
3
a(x− xi) (2.57)

< jloop > = −
∑
i

(mi ×∇) g3a(x− xi)

=
∑
i

∇×mi g
3
a(x− xi)

= ∇×M(x), (M :=
∑
i

mig
3
a(x− xi)) (2.58)

< jdipole > =
∂P

∂t
(2.59)
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となる。以上をまとめると（2.55）式を粗視化したものは、

∇×H0 −
∂D0

∂t
= jfree +

∂P

∂t
+∇×M

∇× (H0 −M) = Jfree +
∂

∂t
(D0 +P) (2.60)

∴ ∇×H = Jfree +
∂D

∂t
, (H := H0 −M, D := D0 +P)

(2.61)

2.2.3 電気双極子や微小環状電流の粗視化の意味

粗視化すると微小な分極や環状電流は平均的な値を持つ一つの分極や環状

電流に置き換えることが出来る。

2.3 絶縁体中での電磁波

真空中の電磁波については 1.2節で述べた。ここでは、巨視的なMaxwell

方程式を使って連続的に分布した物質中の電磁波の伝搬について考える。
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2.3.1 分極を考慮した場合の波動方程式

まずは、自由な電荷や電流が無い物質 – 誘電体 –を考えよう。すなわち、

ρ = 0、i = 0であり、誘電体の中ではPがあらわに現れる。ただし、磁性は

無いものとする（M = 0）。このとき、物質中のMaxwell方程式は、

∇ · (ϵ0E+P) = 0 (2.62)

∇×E = −∂B
∂t

(2.63)

∇ ·B = 0 (2.64)

c2∇×B =
1

ϵ0

∂

∂t
(ϵ0E+P) (2.65)

ファラデーの法則（2.63）に左から∇×すると、

∇× (∇×E) = − ∂

∂t
(∇×B)

∇(∇ ·E)−∇2E = − 1

c2
∂2

∂t2
E− 1

ϵ0c2
∂2

∂t2
P

− 1

ϵ0
∇(∇ ·P)−∇2E = − 1

c2
∂2

∂t2
E− 1

ϵ0c2
∂2

∂t2
P

∇2E− 1

c2
∂2

∂t2
E =

1

ϵ0c2
∂2

∂t2
P− 1

ϵ0
∇(∇ ·P) (2.66)

ここで、２行目から３行目への変形には（2.62）を用いている。今、Pは E

に対して線型に応答し、その応答は空間的に変化しないとすると（空間的に

一様な応答であるとすると）、Pは

P = ϵ0χE (2.67)

とあらわされ、χは空間座標に依存しない。この場合、（2.66）式に（2.67）

式を代入すると、

∇2E− 1

c2
∂2

∂t2
E =

1

ϵ0c2
∂2

∂t2
(ϵ0χE)− 1

ϵ0
∇(ϵ0∇ · χE) (2.68)

と成るが、ガウスの法則（2.62）は応答 χが空間的に一様な場合

∇ · (ϵ0E+ ϵ0χE) = 0

ϵ0∇ · (1 + χ)E = 0

ϵ0(1 + χ)∇ ·E = 0

∴ ∇ ·E = 0 (2.69)

と成るため（2.68）式は結局、

∇2E− 1

c2
∂2

∂t2
ϵrE = 0, (ϵr := 1 + χ, 比誘電率) (2.70)

となる。（2.70）式は χ（ϵr）に時間依存性があるため、(∇2 − ∂2/∂t2)ψ = 0

の波動方程式の形はしていない。次節以降で、この χの性質及び（2.70）式

の取り扱い方をみていく。
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2.3.2 応答関数による分極の記述 — 線型応答　—

分極P(t)は外場によって生じた応答である。本来なら、これは量子力学を

用いて具体的な物質について解かれるべきものであるが、ここでは線型応答

の範囲内で現象論的に考える。

本来、分極 P(t)は電場がかかった瞬間に即時応答的に生成されるもので

は無く電場がかかってから時間をかけて”ジワジワ”生成されてくるもので

ある（ダイポールはすぐには動けない）。このため、分極 P(t)は時刻 t以前

の電場に対する応答（応答関数を χ(t)とする）の畳み込み積分で表されるべ

きであり、� �
P(t) = ϵ0

∫ ∞

−∞
χ(t− t′)E(t′)dt′ (2.71)

χ(t) =

{
0, t < 0

χ(t), t ≥ 0
, 因果律 (2.72)

� �
と書かれるべきである。ここで、P、Eは物理量（実関数）なので χ(t)は実

関数である。

フーリエ成分で表現

（2.71）式を周波数領域で表現する事を考えると、

E(t) =
1

2π

∫ ∞

−∞
Ẽ(ω)e−iωtdω (2.73)

P(t) =
1

2π

∫ ∞

−∞
P̃(ω)e−iωtdω (2.74)

χ(t) =
1

2π

∫ ∞

−∞
χ̃(ω)e−iωtdω (2.75)

であり、

δ(ω) =
1

2π

∫ ∞

−∞
eiωtdt (2.76)
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なので、（2.71）両辺に eiωt をかけて tで積分すると、

P̃(ω) = ϵ0

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
χ(t− t′)E(t′)eiωtdt′dt

=
ϵ0

(2π)2

∫∫∫∫
χ̃(ω′)e−iω′(t−t′)Ẽ(ω′′)e−iω′′t′eiωtdtdt′dω′dω′′

=
ϵ0
2π

∫∫∫
χ̃(ω′)eiω

′t′Ẽ(ω′′)e−iω′′t′δ(ω − ω′)dt′dω′dω′′

= ϵ0

∫∫
χ̃(ω′)Ẽ(ω′′)δ(ω − ω′)δ(ω′ − ω′′)dω′dω′′

= ϵ0χ̃(ω)Ẽ(ω)

と成る（２行目から３行目、３行目から４行目で（2.75）をもちいている）。

上式より解る様に、時間領域での畳み込みは周波数領域では積と成る。

� �
P̃(ω) = ϵ0χ̃(ω)Ẽ(ω) (2.77)� �

2.3.3 絶縁体の中での波動方程式

この節では、前節での考察を用いて 2.3.1節で求めた分極を考慮した場合の

波動方程式（2.70）を考察する。

（2.70）式

∇2E− 1

c2
∂2

∂t2
(1 + χ)E = 0

の χEの項、すなわち分極Pに起因する項は、前節でみたように分極が即時

応答しない場合 (χ(t)が時間に関するデルタ関数でない場合)には

χE →
∫ ∞

−∞
χ(t− t′)E(t′)dt′ (2.78)

と表現されるべきものであった。このことをきちんと考慮すると（2.70）式

は本来、

∇2E− 1

c2
∂2

∂t2

(
E+

∫ ∞

−∞
χ(t− t′)E(t′)dt′

)
= 0 (2.79)

と書かれるべきものである。これをフーリエ変換し周波数領域で書くと、

∇2Ẽ(ω)− 1

c2
(−iω)2

(
Ẽ(ω) + χ̃(ω)Ẽ(ω)

)
= 0

∇2Ẽ(ω) +
ω2

c2
(1 + χ̃(ω))Ẽ(ω) = 0 (2.80)
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応答関数 χ(t)の逆フーリエ変換 χ̃(ω)を複素感受率とよぶ。一般に P̃(ω)、

Ẽ(ω) は複素関数なので複素感受率 χ̃(ω)も一般に複素関数となる（χ(t)は実

関数である事に注意）。

因果律及び複素関数の性質から χ̃(ω)が満たすべき種々の性質が導かれる

が、これについてはのちの章及び問題で述べる。

◦ 複素感受率を用いて複素比誘電率及び複素誘電関数（複素誘電率）が以
下の様に定義される。

複素比誘電率 ϵr(ω) := 1 + ˜χ(ω) (2.81)

複素誘電関数 ϵ(ω) := ϵ0(1 + ˜χ(ω)) (2.82)

電場のフーリエ成分はこの複素誘電関数を用いて

D̃(ω) = ϵ(ω)Ẽ(ω) (2.83)

となる。また、複素屈折率の２乗を

ñ2(ω) = 1 + χ̃(ω) (2.84)

と定義すると、（2.80）式は

ヘルムホルツの波動方程式� �
∇2Ẽ(ω) +

ω2ñ2(ω)

c2
Ẽ(ω) = 0 (2.85)� �

と成る。ñが実数の場合、Ẽ(ω)として x方向に進行する平面波 ei(k·x−ωt)を

考えると、

k2 = |k|2 =
ω2ñ2

c2
(2.86)

という分散関係が得られ、物質中の位相速度は νp = ω/|k| = c/ñであたえら

れる。

2.4 巨視的Maxwell方程式における物質場

2.4.1 複素感受率と複素誘電率

分極 Pを線型応答の範囲で考えると、

P(t) = ϵ0

∫ ∞

−∞
χ(t− t′)E(t′)dt′

P̃(ω) = ϵ0χ̃(ω)Ẽ(ω)
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であった。また、複素誘電関数（2.82）は（2.72）式の χの定義を思い出す

と（i.e. 因果律を考慮すると）

ϵ(ω) = ϵ0(1 + χ̃(ω)) = ϵ0

(
1 +

∫ ∞

0

χ(τ)eiωτdτ

)
(2.87)

とあらわされる（ただし、χは実関数）。

やってみよう!� �
ϵ(ω) = ϵ′(ω) + iϵ′′(ω) (2.88)

とおくと、

ϵ(−ω) = ϵ∗(ω), ϵ′(−ω) = ϵ′(ω), ϵ′′(−ω) = −ϵ′′(ω) (2.89)

と成ること確認せよ。� �
⊙ 複素誘電関数 ϵ(ω)の実部と虚部の関係

ϵ(ω)を ω = ω′ + iω′′ の複素平面上の関数に解析接続することを考える。

ϵ(ω) = ϵ0

(
1 +

∫ ∞

−∞
χ(τ)eiωτdτ

)
(2.90)

は χ(τ)が τ > 0でのみ値を持ち、応答関数の性質から χ(τ)→ 0 (τ →∞)な

ので、ϵ(ω)は上半面のいたるところで解析的である。したがって実軸上で得

られた関係式（2.89）は複素平面上の上半面へ以下の様に自然に拡張される

ϵ(−ω∗) = ϵ∗(ω). (2.91)

注意

ϵ(ω)は上半面でのみ解析的であるため（2.89）の自然な拡張は ϵ(−ω) = ϵ∗(ω)

ではない。

♣ 特に ωが純虚数のとき

ϵ(iω′′) = ϵ∗(iω′′) (2.92)

つまり虚軸上で関数 ϵ(ω)は実数である（ω = iω′′ のとき Imϵ = 0）。

♣ 実軸上は原点を除いて特異点なし（後にある様に、金属の ϵは原点に極を
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持つ）。

（2.91）の性質は、D = ϵEのときDが実数である事を保証している。

E = Ẽe−iωt + Ẽ∗eiω
∗t (2.93)

D = ϵE = ϵ(ω)Ẽe−iωt + ϵ(−ω∗)Ẽ∗eiω
∗t (2.94)

右辺第２項目は、（2.91）より ϵ∗(ω)Ẽ∗eiω
∗t となるので第１項の複素共役と

なる。すなわち、Dも実関数。

考えてみよう!

今回の因果律に関する考察からはDの実関数性（2.94）は ωが複素平面上の

上半面の時、すなわち Eが時間に関して指数関数的に「増加」するときのみ

導かれた（（2.93）で上半面の ωを考えよ）。この理由を考察せよ。

Hint!

◦ 今回の結果は「因果律」から導かれた ·
◦ 指数関数的に減少する電場は t→ −∞でどうなるか？
◦ 昔々のそのまた昔（t→ −∞）、無限に大きな電場があった場合には、たと
え χ(τ)→ 0, (τ →∞)であっても今の状況を扱うのは難しい · · ·

2.4.2 クラマース・クローニッヒの関係式

右図の様な経路に沿った以下の様な積

分を考えると、� �∮
c

ϵ(ω)− ϵ0
ω − ω0

= 0. (2.95)� �
ϵ(ω)は上半面で解析的かつ無限大に発散する事がないので周回積分（（2.95）

右辺）はゼロに成る（コーシーの積分定理）。

いま、応答関数の性質上 χ(ω)は有界 |χ| < ∞なので（2.90）より無限半円

の積分はゼロと成る事が解る（ω = R(cos θ + i sin θ) として |
∫
f(z)dz| <∫

|f(z)|dzを用いて考えよ）。このため、（2.95）式は

p

∫ ∞

∞

ϵ(ω)− ϵ0
ω − ω0

− iπ(ϵ(ω0)− ϵ0) = 0 (2.96)

となる。ここで、第１項は実軸上の主値積分をあらわし、第２項は ω0周りの

周回による項である。ϵ(ω) = ϵ′(ω) + iϵ′′(ω)として（2.96）式を実部と虚部
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に分けて書くと、

クラマース・クローニッヒの関係式� �
ϵ′(ω) = ϵ0 +

1

π
p

∫ ∞

−∞

ϵ′′(x)

x− ω
dx, (2.97)

ϵ′′(ω) = − 1

π
p

∫ ∞

−∞

ϵ′(x)− ϵ0
x− ω

dx, (2.98)� �
となる。ただし、金属の場合は ω = 0に特異点があり、

ϵAC = i
σ

ω
(2.99)

の項が存在するので、

ϵ′′(ω) = − 1

π
p

∫ ∞

−∞

ϵ′(x)− ϵ0
x− ω

dx+
σ

ω
(2.100)

となる。

2.4.3 金属の場合

（2.26）式をオームの法則 J = σE が成立する場合に書き直すと、

∇×H = J+
∂D

∂t
= σE+

∂D

∂t
(2.101)

となる。

注意

後述するように、オームの法則 J = σEは 1/ωが電子の平均自由時間（ mean

free time ）より十分長い場合に成立する。

（2.101）式のカレントに関する項 σEは

∇×H(ω) = (σ − iωϵ(ω))E(ω)

= −iω(ϵ(ω) + i
σ

ω
)E

= −iωϵ̃(ω)E (2.102)

ϵ̃(ω) := ϵ(ω) + i
σ

ω
(2.103)

と、誘電率の虚部として扱うことが出来る。

♣ 十分低周波では（2.103）式で第２項の効果がメインと成り

ϵ̃(ω) ∼ i σ
ω

(2.104)
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となる。このため、ϵ̃(ω)は虚部のみとなり、原点が特異点となる。

♣ ϵ̃(ω) = i σω と書くことに意味はあるのか？？。

下記の周波数を下限としてそれ以上の周波数では破錠する。

|σ| = |ωϵ|, ω :通常の金属の場合 THz

THz以上の周波数領域では、単純なオームの法則は適用出来ない。

注意

たいていの場合、金属における電磁場は、金属物体が空間的に不均一なこと

で決定されている。そのような場合には、時間変化に着目した上のような展

開は、そもそも意味がない。巨視的なεの概念は使えなくなる。

⊙ 振動数が大きな場合
ω →∞ではPはEにおいつかない。高周波の極限では自由な電子の運動は、

m
∂v

∂t
= eE = eE0e

−iωt, ∴ v =
ieE

mω
(2.105)

ṙ = vより、

r = − eE

mω2
, ∴ P =

∑
er = − e2

mω2
NE (2.106)

したがって、

ϵ(ω) = ϵ0

(
1− Ne2

mω2

)
= ϵ0

(
1−

ω2
p

ω2

)
, (ωp :プラズマ振動数)

(2.107)

一般には、ダンピングを考えて、以下のドルーデの分散式が得られる。

ϵ(ω) = ϵ0

(
1−

ω2
p

ω(ω + iγ)

)
(2.108)

（2.108）式は、

ω ≫ γ → ϵ(ω) = ϵ0

(
1−

ω2
p

ω2

)
(2.109)

ω ≪ γ → ϵ(ω) = ϵ0

(
1 + i

ω2
p

ωγ

)
(2.110)

となり、ω ≪ γ のときは ω2
p/γ = σ とおくとオームの法則に従う金属の式と

なる事がわかる。
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◦ （2.110）式の意味をもう少し考える

（2.105）式には、電子が他の電子や格子と衝突する場合、抵抗の項 γvが以

下の様に入ってくる

m
∂v

∂t
+ γv = eE0e

−iωt. (2.111)

やってみよう！

◦ （2.111）から分極Pを求めると、確かに（2.108）が出てくることを確認

せよ。

♣ （2.110）式の条件は（2.111）式をみると”電子の散乱が激しく、（2.111）

式の左辺第１項が第２項に対して無視できる”ということであるが、この条

件は v ∝ Eを意味し、オームの法則そのもの（j = eNvである事を思い出そ

う）である。これが、（2.101）式以降で述べたオームの法則が適応可能なた

めの条件の意味である。

2.5 金属の表面インピーダンス

ωがそれほど大きくない場合 |ϵr| ≫ 1

この条件のもとでは、金属中の波長

|δ| ∼ c

ω

1√
ϵ
∼ 1√

2ϵ0ωσ
(2.112)

は真空中の波長と比べてずっと短い。

空間の不均一性の問題も、δ が金属の

曲率半径に比べて短ければ任意の電磁

場に対する平面波の問題として扱える。

δ が小さい

→ 電磁場の法線方向の導関数が

接線方向の導関数より大。

つまり、金属内部で表面近傍では平面波として扱える。

Et =

√
µ

ϵ
Ht × ν = Z0

√
µr

ϵr
Ht × n (2.113)

√
µ

ϵ
≡ ξ :表面インピーダンス, Z0 :真空のインピーダンス
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◦ THz以下（低周波）では

ϵ̃(ω) = i
σ

ω
, ξ =

√
ωµ

2σ
(1− i) = ξ′ + iξ′′ (2.114)

表面を通過するエネルギーの時間平均は

S̄ =
1

2
Re(E×H∗) =

1

2
ξ′|Ht|2n (2.115)

これは金属の中で散逸してしまうエネルギーであるため、

ξ′ > 0 (2.116)

であるべきである。これにより、表面インピーダンスを求める際に、ξ2 = µ/ϵ

の平方根をとるときの符号の決定法として、「ξの実部が正に成るように符号

を決める」方法が得られる。

◦ 振動数が大きい場合の問題点
進入長 δは自由電子の自由行程 l と同程度になる。このような場合は電場の

時間的不均一性のために、ϵを使った電場の巨視的なMaxwell方程式による

記述が不可能となる。この場合でも ν/l ≫ ω より、σ は一定と考えてよい。

（Landau電磁気学より）

しかし、

Et = ξ[Ht, n] (2.117)

の形の境界条件があることは重要（δ が小さいときは常に平面波という近似

は OKである）。

ただし、ξはもはや ϵと結びつけることは出来ない。

◦ さらに ωが大きくなるとどうなるか？

再び赤外域で電磁波の巨視的な記述が可能になる。これは、伝導電子による

光吸収（ドルーデ）が起こるため、一般にこのような励起は非常に短い寿命

(100fs以下)となり、結果的に lが δより小さくなるから。
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（章末問題） 小テスト

電磁波の波束の伝搬速度は群速度 vg = ∂ω
∂k により与えられる。

波束は時間的・空間的に局在した波であり、様々な周波数成分を持つため一

般に位相速度とは異なる伝搬速度を持つ。

1. 真空中を伝わる電磁波の位相速度（2.3.3節）と群速度を求めよ。

2. 物質中を伝わる電磁波について、屈折率 nが周波数に依存せず一定で

ある場合の位相速度と群速度を求めよ。

3. 屈折率が周波数に依存する場合を考える。屈折率が実数であるとする

と分散関係（2.86）は k = n(ω)ω
c となる。

群速度 ∂ω
∂k を ωと n(ω)を用いて表せ。

4. 金属中を伝わる電磁波を考える。2.4章のように金属の誘電率はドルー

デの分散式で与えられるものとする。

(a) 複素屈折率 n(ω)を求めよ（2.3.3節）。

(b) 電磁波の振動数がプラズマ振動より充分大きい場合を考える（ω >>

ωp）。またダンピングが充分小さく無視できるとする。電磁波の位

相速度と群速度を求め、振動数の関数として図示せよ。
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