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1 ローレンツ力のもとでの運動
定常電磁場、E//y, B//z のもとでの荷電粒子の運動を考える。荷電粒子の質量
をm、電荷を qとする。

(1) 運動方程式を書き下せ。

(2) E = 0の場合を考える、t = 0において原点に粒子がおり、初速度が y方向
に v0の場合の運動を求めよ。運動の軌跡を図示せよ。

(3) E ̸= 0、B ̸= 0の場合を考える、t = 0において原点に粒子がおり、初速度
を 0とする。この場合の運動を求めよ。また、運動の軌跡を図示し、電場の
向きと運動の向きの関係について考察せよ。

（ヒント）　速度を vとした時、

v = v′ +
E ×B

B2

と変数変換して。v′について解くと簡単である。　
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(解答例)

(1) 粒子の座標をr =

 x

y

z

 ,速度をv =

 vx
vy
vz

とする。粒子の運動方程式は
mv̇ = q(E + v ×B)

E =

 0

E

0

 ,B =

 0

0

B

 として、成分ごとに表すと


mv̇x = qvyB

mv̇y = q(E − vxB)

mv̇z = 0

(2) E = 0のとき、（1）より 
mv̇x = qvyB

mv̇y = −qvxB

mv̇z = 0

t = 0で z = 0, vz = 0であるから、第３式より常に z = 0。よって xy平面上
の運動を考える。
(第一式) + i× (第二式)より

m(v̇x + iv̇) = −iqB(vx + ivy)

ここでw = vx + ivyとすると

mẇ = −iqBw

この微分方程式の解は、t = 0における条件w = iv0を考慮すると

w = iv0 exp (−i
qB

m
t) = iv0 cos (

qB

m
t) + v0 sin (

qB

m
t)

となる。実部、虚部を比較すると{
vx = v0 sin (

qB
m
t)

vy = v0 cos (
qB
m
t)

t = 0において x = 0, y = 0であることを考慮して積分すると{
x = mv0

qB
(1− cos ( qB

m
t)

y = mv0
qB

sin ( qB
m
t)
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この x, yは
(x− mv0

qB
)2 + y2 = (

mv0
qB

)2

を満たし、求める軌道は中心 (mv0
qB

, 0)、半径 mv0
qB
の円になる。

以下に q > 0, B > 0, v0 > 0の際に軌跡を示す。

(3) 運動方程式mv̇ = q(E + v ×B) において

v = v′ +
E ×B

B2

とすると、E,Bは時間依存しないことから運動方程式は

(左辺) = mv̇ = mv̇′

（右辺）= q{E +
(E ×B)×B

B2
+ v′ ×B}

ここで、任意のベクトルA,B,Cについてベクトル三重積の公式

A× (B ×C) = B(A ·C)−C(A ·B)

が成り立つので、

(E ×B)×B = −B × (E ×B) = −EB2 +B(B ·E)
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さらにBとEは直交しているのでB ·E = 0であり

（右辺）= q(E −E + v′ ×B) = qv′ ×B

よって運動方程式は
mv̇′ = qv′ ×B

これは (2)における運動方程式と同じである。t = 0で

v′ = −E ×B

B2
=

 −E
B

0

0


となり、z方向の初速度が 0であるから (2)と同様に xy平面上での運動を考
えれば良い。w′ = v′x + iv′yとすると t = 0でw′ = −E

B
。よって、

w = −E

B
exp (−i

qB

m
t) = −E

B
cos (

qB

m
t) + i

E

B
sin (

qB

m
t)

実部と虚部を比較して {
v′x = −E

B
cos ( qB

m
t)

v′y =
E
B
sin ( qB

m
t)

v = v
′
+E ×B/B2より{

vx = E
B
（1− cos ( qB

m
t))

vy =
E
B
sin ( qB

m
t)

t = 0で x = 0, y = 0であることを考慮して積分すると{
x = mE

qB2（
qB
m
t− sin ( qB

m
t))

y = mE
qB2 (1− cos ( qB

m
t)

したがって、求める軌道はサイクロイドであり、粒子は電場の向きに対し垂
直方向に進む。以下に q > 0, E > 0, B > 0の際の軌跡を示す。
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